
第 33 卷第 9 期                                岩    土    力    学                                Vol.33  No.9 
2012 年 9 月                                Rock and Soil Mechanics                                   Sep.  2012 

 
收稿日期：2011-05-12 
基金项目：国家自然科学基金（No. 51078330）。 
第一作者简介：张忠苗，男，1961 年生，博士，教授，博士生导师，主要从事基础工程和桩基础及其检测方面的教学与研究工作。E-mail：zjuzzm@163.com 
通讯作者：何景愈，男，1986 年生，硕士研究生，主要从事桩基础相关领域的研究工作。E-mail：hejingyu1986@163.com 

文章编号：1000－7598－(2012) 09－2671－06 

 

 

基于球形固结模型的桩端后注浆残余应力理论研究 
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摘  要：基于球形空腔扩张及一维径向固结理论，对桩端后注浆桩的桩端注浆残余应力进行理论研究，分析了残余应力的消

散过程，在负指数衰减的初始超孔隙压力分布基础上，得到了残余应力随时间及扩散半径消散的解析解；同时将提出的方法

与未考虑浆液扩散半径影响的简化方法进行了比较，对模型的主要影响参数进行了分析。参数分析显示，流变指数、稠度系

数、土体的压缩模量及固结时间是影响注浆残余应力的关键因素；另外，通过试验实测数据对新方法及简化计算方法进行了

验证，结果表明，新计算方法能有效地模拟后注浆残余应力的消散。其研究结果对后注浆残余应力的理论研究及工程实践有

重要的指导价值。 
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Theoretical studies of pile tip post grouting residual stresses based  
on spherical cavity consolidation model 
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Abstract: Residual stresses at the pile pit during pressure grouting are studied theoretically based on the solutions of expansion of 
spherical cavity and one-dimensional consolidation. By analyzing of the dissipation process of residual stresses, the analytical 
solutions of residual stresses dissipation with time and diffusion radius are obtained for assumed initial exponential pore pressure 
distribution. Also, a simplified solution discarding effect of grout spread radius is compared with the present method for different 
relative parameters. Parametric studies show that rheological index, consistency index, compression modulus and consolidation time 
are the key issues affecting pile residual stresses. In addition, the validity of the proposed model is tested by comparing the results 
from field measurements. This research is great important for the theoretical studies and practical applications of the residual stresses. 
Key words: pile tip post grouting; consolidation of spherical cavity; residual stress; diffusion radius; pressure dissipation 
 

1  引  言 

桩端后注浆是指钻孔灌注桩在成桩后，采用高

压注浆泵将一定压力的水泥浆经预埋的注浆通道压

入桩端土层，通过增强桩端土和桩侧土的强度来提

高桩基极限承载力、减少群桩沉降量的一项技术措

施[1－2]。研究表明，桩端后注浆会产生残余应力，

并对后注浆桩承载性状产生影响[3]。迄今为止，国

内外对桩端后注浆残余应力的研究很少，仅知道残

余应力会对后注浆桩极限承载力、侧摩阻力和端阻

力造成一定的影响，严重时会引起桩体或管线的上

抬[3－8]。 
灌注桩在注浆过程中高压浆液对桩端土体产生

很大的压力，在周围土体中产生超孔隙水压力，注

浆结束后注浆压力不能及时消散，会在桩端产生残

余应力，在压力的作用下引起桩端土的固结，孔隙

水压力逐渐消散，土体有效应力逐渐增长。同时，

桩端土中孔压的消散过程也是桩端残余应力消散的
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过程。 
本文在球形空腔扩张及一维径向固结理论的基

础上，对桩端后注浆桩的桩端注浆残余应力进行理

论研究，在负指数衰减的初始超静孔隙水压力分布

基础上，得到了残余应力随时间及扩散半径消散的

解析解，同时对模型的主要影响参数进行了分析。

实测数据表明，该解析解能有效地模拟后注浆残余

应力的消散，研究结果对后注浆残余应力的理论研

究及工程实践有重要的指导意义。 

2  数学模型的建立 

2.1  初始时刻注浆残余应力的分布 
桩端后注浆浆液的扩散机制及注浆压力的分布

是十分复杂的，是目前仍待研究的课题[1]。要精确

地考虑注浆压力随时间及扩散半径的变化将使问题

变得极其复杂，并难以求解。本文按照下述初始超

静孔隙水压力的分布规律来简化模拟注浆结束时浆

液扩散半径范围内注浆残余应力的分布。 
Vesic[9]提出球形空腔扩张引起的初始超静孔隙

水压力可用下式来估算： 

p
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（1） 
式中： us 为土体不排水强度； ( ,  0)u l 为由球形空腔

扩张引起的超静孔隙水压力； l 为相应点到孔中心

的距离； 0l 为空腔扩张半径，即注浆管半径，一般

为 0.03～0.05 m； pl 为塑性区半径； f 为破坏时的

Henkel 孔隙水压力参数； e 为 Henkel 孔压弹性系

数。 
式（1）虽然考虑了土体中塑性区的影响，但利

用时需要测定较多的土工参数，故式（1）不便于实

际的工程应用。朱小林等[10]也曾指出，超孔隙水压

力的初始分布并不完全符合式（1）所示的对数型衰

减规律，而更可能符合负指数型衰减： 
( 1)

0( ,  0) eu u                （2） 

式中： 为正值，一般取 0.15～0.40 之间， 宜取

高值[10]，且 取 0.3～0.4对初始孔压分布影响不大；

 为径向距离比， 0/l l  ； 0u 为空腔 0l 处初始超

静孔隙水压力，此处为注浆结束时注浆管端处的残

余应力值。 
2.2  残余应力消散的固结微分方程 

注浆结束后，注入桩端浆液因渗透和压滤作用

而逐渐消散。注浆残余应力，即超孔隙水压力以注

浆管端为中心向四周消散，周围的土体经历着一个

固结过程。假设土为理想均匀各向同性饱和土体，

这一课题属球空腔固结课题。为了能得到该问题的

解答，作如下的假设和简化： 
（1）土体为理想均匀各向同性弹性饱和土体； 
（2）土颗粒和孔隙水在固结过程中体积是不可

压缩的，土体固结变形为小变形； 
（3）只考虑径向渗流和位移，忽略竖向渗流和

位移的影响，土中孔隙水的渗流服从达西定律； 
（4）固结过程中，整个研究区域的固结系数及

渗透系数相同且保持不变； 
（5）注浆浆液为幂律流体，浆液在扩散及衰减

过程中处于层流运动； 
（6）注浆持续时间 t内，注浆压力以球形方式

向四周均匀扩散，初始残余应力分布服从负指数型

衰减。 
在上述假设的基础上，任意排水条件下的土体

中球空腔固结微分方程可以表示为如下数学形式： 
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        （6） 

式中：T 为时间因素，且 2
1 0/( )T ct l l  ，对桩端后

注浆来说，浆液在桩端有一个扩散半径 1l ，认为是

注浆的影响半径，在该范围以外认为孔隙水压力等

于该地层的初始水压力，不产生超孔压，故时间因

素 T 的计算公式中的排水路径取为 1 0l l ；c 为土体

固结系数， s w/c E k  ， sE 为土体的压缩模量，k
为土体的渗透系数， w 为水的重度；t 为固结时间，

即残余应力的消散时间；  为孔壁处边界透水系数

（ 0  ，为不透水；0   ，为半透水；  
为透水）。 1 1 0/l l  ， 1l 为注浆浆液经过注浆持续时

间 t后浆液最终扩散半径，按照不同的流型及浆液

流体可推出不同的浆液扩散半径公式，根据以往的

工程经验，注浆浆液水灰比一般取 0.5～0.8[11]，该

水灰比范围水泥浆可认为是幂律流体[12]，1l 可按下

式确定，具体推导过程可参见杨秀竹等[13]的研究： 
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式中：
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；C 为流 

体的稠度系数； t为注浆持续时间。 

 

 
图 1  浆液球形扩散理论模型 

Fig.1  Spherically spreading model of grout 

 
2.3  模型的求解 

微分方程组式（3）～（6）一般可用分离变量

法进行求解。 
令 ( , ) ( ) ( ) ( , )V T T R u T       ， ( )T 、

( )R  分别为T 与  的单值函数，经过一系列地推

导，可得到方程的解答如下，推导过程可参见朱小

林等[10]的研究： 
2

( , , ) e [ ( ) cos( ) ( )sin( )]TV T A B x        

（8） 

式中：  为任意正实常数； 0( ) (1 ) ( )A l C    、

( ) ( )B C   、 ( )C  为的任意函数，由初始条件

确定。 
式（8）的全部解为按在区间 (0, ) 内的积分

叠加，即 
2 

 0( , ) e [ ( )cos( ) ( )sin( )]dTV T M A B x         

（9） 
式中：M 为任意常数，令 1/M  ，结合初始条件

( ,0) ( )V f  ，则有 

 

 0

1( ) [ ( )cos( ) ( )sin( )]df A B x      
 

 （10） 

简化后，式（9）可转换为 

 2  

  0

1( , ) ( ) e cos[ ( )]d dTV T f x x x     


 
    

（11） 
上式在转换过程中，为避免混淆，已将余弦和

正弦变换中的变量  换成为 x，花括号内的积分式

可由下式确定： 

2 2 [ ( ) /(4 )]
 0

e cos[ ( )]d e
2

T x Tx
T

      
   （12） 

则有 
2 [ ( ) /(4 )]

 

1( , ) ( ) e d
2

x TV T f x x
T

   





   （13） 

代入初始条件式（4），因式（4）是定义在[1, )
的范围内的，为求解式（13）在 ( , )  范围内的

积分，可按照解析开拓原理将式（4）所确定的函数

解析开拓到整个 ( , )  区域内，即 

1
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将式（14）代入式（13）可得 
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即残余应力的解答为 
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3  简化算法 

若不考虑浆液扩散半径的影响，则式（14）为 
| 1|

0( ) ( ,0) | | e      ( )f V u             

（17） 
朱小林等[10]给出了式（13）的另一个解答，为 
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式中：

2

 2
 

1( ) e d
2

t
xF x t







 ，为标准正态分布函数。 

按式（18）可绘出注浆残余应力随距离和时间

变化的规律，如图 2 所示。 

 

 
图 2  注浆残余应力随时间与径向距离比的变化 

Fig.2  Variation curves of residual stress  
with time and radial distance ratio 

 
从图中可以看出，代表不同固结阶段（T 分别

等于 0、 110 、1、10、50）的各条曲线，在 9  处

基本上已汇交。可以认为， 9  及更远处注浆残余

应力在整个固结过程中基本上没有变化，随着固结

的持续，最终趋向于 0。 

4  参数分析 

根据以上模型推导过程，影响注浆残余应力的

主要因素有流变指数 n、幂律流体的稠度系数 C、
土体的渗透系数 k、土体的压缩模量 sE 、注浆持续

时间 t及固结时间 t。这 6 个参数都有明确的物理意

义，可在实际试验中测得，对 6 个主要因素进行分

析，并对比本文及简化算法，结果如图 3～8 所示。 
从图 3 可以看出，流变指数 n 对注浆残余应力

影响较大，两种方法的计算结果都随流变指数 n 的

增大而迅速减小；径向距离比为 1 处，随着流变指

数 n 从 0.15 增加到 0.40，本文算法计算注浆残余应

力比的结果从 89.68%减小到 65.21%，而简化算法

结果则从 81.55%减小到 21.63%，可见简化算法结

果随流变指数增大的减少幅度更大。 
从图 4 可以看出，稠度系数 C 对注浆残余应力

也有较大的影响，两种方法的计算结果都随 C 的增

大而减小；径向距离比为 1 处，随着 C 从 0.15 增加

到 0.40，本文算法计算结果从 89.68%减小到

71.00%，而简化算法结果则从 55.10%减小到

24.74%。 
从图 5 中可以看出，随着渗透系数 k 从1.1  

510 m/s 减小到 71.1 10 m/s，两种算法计算注浆残余

应力比的结果变化不大，但随着 k 从 71.1 10  m/s
减小到 91.1 10 m/s，简化算法计算的结果变化还是

很小，而本文算法计算结果则发生了较大的变化，

如径向距离比为 1 处，本文算法计算结果从 89.68%
减小到 43.23%。 

 

 
图 3  流变指数 n对注浆残余应力的影响 

Fig.3  Influence of rheological index on residual stress 

 

 

图 4  稠度系数 C对注浆残余应力的影响 
Fig.4  Influence of consistency index on residual stress 

 

 
图 5  渗透系数 k对注浆残余应力的影响 

Fig.5  Influence of permeability coefficient on residual stress 

 
由图 6 可以看出，压缩模量 sE 对注浆残余应力

也有较大的影响，两种方法的计算结果都随 sE 的增

大而减少；径向距离比为 1 处，随着 sE 从 1 MPa
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增加到 100 MPa，本文算法计算结果从 90.17%减小

到 74.85%，而简化算法结果则从 91.20%减小到

12.60%。分析原因主要是土体压缩模量的增加会造

成注浆残余应力消散的加快。同时还可以发现，压

缩模量对简化算法的计算结果影响更大，而当

sE  1 MPa 时两种方法计算结果较为接近。 

 

 
图 6  压缩模量 Es对注浆残余应力的影响 
Fig.6  Influence of compression modulus  

on residual stress 
 
由图 7 可以看出，随着注浆持续时间 t 从     

1 200 s 增加到 3 600 s，两种方法计算的注浆残余应

力结果都有所增大，但变化并不明显，工程中注浆

持续时间一般在 20 min（1 200 s）左右。 

 

 
图 7  注浆持续时间 t 对注浆残余应力的影响 

Fig.7  Influence of injection time on residual stress 
 
由图 8 可以看出，随着固结时间 t 的增加，两

种算法计算的注浆残余应力结果都迅速减少；径向

距离为 1 处，24 h（86 400 s）后，简化方法计算注

浆残余应力结果只有 2.22%。 

5  模型验证 

试验场地为杭州市奥体博览中心项目，该工程

的场地土性质较差，分布着较厚的粉土与黏性土。试

验采用桩径为800 mm的钻孔灌注桩，桩长为 39.2 m， 

 
图 8  固结时间 t对注浆残余应力的影响 

Fig.8  Influence of consolidation time on residual stress 
 

成桩 15 d 后，将 3.5 t 水灰比为 0.6 的水泥浆通过注

浆管注入桩端。注浆时，注浆泵输出压力约为 1.0～
1.5 MPa；注浆结束后，桩端附加压力逐渐消散：注

浆刚结束时，桩端附加压力为 0.678 MPa；经过   
30 min，桩端附加压力为 0.251 MPa；经过 90 min，
桩端附加压力为 0.169 MPa；经过 24 h，桩端附加

压力为 0.067 MPa。 
对比简化方法与本文方法，计算注浆残余应力

结果如表 1 所示，其中主要参数取值如下：注浆持

续时间 t取 1 200 s， 0.35  ，土体 sE  35 MPa，
k  51.1 10 m/s，稠度系数C  0.15， n  0.25，详

细的试验情况及注浆参数见邹健等[3]的研究。 

 
表 1  注浆残余应力计算与实测结果比较 

Table 1  Comparison of residual stresses between 
calculation and measurement 

注浆残余应力比
0

u
u

/ % 
结果比较 

30 min 90 min 24 h 

简化方法计算值  5.26  1.36  0.15 
本文方法计算值 63.43 42.40 14.45 

试验实测值 37.02 24.93 9.88 

 
从表 1 中可以看出，通过简化方法计算所得注

浆残余应力扩散过快，结果偏小，基本上没有反映

出真实的消散情况，30 min 时 5%的结果基本上可

以忽略。而本文的方法虽然得到的结果偏大，但总

体上能够对残余应力消散的变化趋势作出较好的模

拟，且偏于保守，鉴于后注浆过程中存在着很大的

不确定性，该精度的结果可达到预测的要求。 

6  结  论 

（1）基于球形空腔扩张及一维径向固结理论，

对注浆桩的桩端注浆残余应力进行理论研究，在负

指数衰减的初始超孔隙压力分布基础上，得到了残

1 3 5 7 9
0 

10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
90 

100 

t'= 1 200 s 

C=0.15, E=10MPa, t=1 800 s, u0=2 MPa, 
n=0.25, =0.35, k=1.1×10-7 m/s 
 t'=3 600 s 本文计算方法 

简化计算方法 

径向距离比 l 
l0 

注
浆
残
余
应
力

比
  

 /
 %

 
u u 0

t'= 1 800 s 

1 3 5 7 9 
0

10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
90 

100 

E =10 MPa 

E =100 MPa 

E=1 MPa 
本文计算方法 
简化计算方法 

径向距离比 l 
l0 

注
浆
残
余
应
力

比
  

 /
 %

 
u u 0

C=0.15, t =1 200 s, t=1 800 s, u0=2 MPa, 
n=0.25, =0.35, k=1.1×10-7 m/s 
 

1 3 5 7 9 
0 

10
20
30
40
50
60
70
80
90

100 

t=86 400 s 

t=7 200 s 

t=1 800 s 本文计算方法 
简化计算方法 

径向距离比 l 
l0 

注
浆
残
余
应
力

比
  

 /
 %

 
u u 0

C=0.15, E=10MPa, t=1 200 s, u0=2 MPa, 
n=0.25, =0.35, k=1.1×10-7 m/s 
 



  2676                                      岩    土    力    学                                   2012 年 

 

余应力随时间及扩散半径消散的解析解。 
（2）在不考虑注浆扩散半径的前提下，对该解

析解进行了简化，与本文的计算方法相比较，对模

型主要影响因素参数分析发现，流变指数、稠度系

数、土体的压缩模量及固结时间是影响注浆残余应

力的关键因素，注浆残余应力一般会随着流变指

数、稠度系数、土体的压缩模量或固结时间的增大

而减小。 
（3）用本文方法计算注浆残余应力的结果总体

上能够对残余应力消散的变化趋势作出较好的模

拟，证明了该计算模型的可靠性。 
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